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FEUILLE DE TD NUMERO 3

QUELQUES EQUATIONS DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES

Correction 1.

(1) C’est une équation différentielle stochastique linéaire donc le théoreme de Cauchy-Lipschitz
stochastique donne le résultat.

(2) On applique la formule d’It6 avec la fonction f(¢,2) = In(z). Apres simplifications, cela donne

2
df (X;) = (u -~ ‘;) dt + odB;,

d’ou
2

ln(Xt) = ln(X(]) + (,u - 2) t+ O'Bt,

o2
X; = Xpexp <<p 2) t+o'Bt> .

(3) Le processus X est a valeurs positives. En particulier, X; n’est pas une variable gaussienne
et donc X n’est pas un processus gaussien. En fait, X est log-normal, c’est a dire que sont
logarithme est gaussien.

et donc

(4) On applique la formule d’It6 avec la fonction f(t,x) = xe #. Aprés simplifications, cela
donne

d)?t == O'j;:tdBt,

et donc

t
Xt:Xo—F/ 0XsdBs.
0

Ce qui démontre que X est une martingale de carré intégrable.
(5) Comme X est une martingale et que Xo = X, on a E[X;] = E[X,] = E[X0] et donc E[X,] =
eME[Xo]. De plus, on a
Cr2
E[X;] = E[Xo] et T'E [eP],

d’ou 'on déduit que

Pour la covariance, on a
Cov(Xs, Xt) = exp <<u — U;) (s + t)) Cov (XerBS,XOe"Bf) ,
et, par indépendance entre X et B,
E [Xoe"P Xoe] = E [XF] B |75 (Be=B0)| —E [X3] E [*P] E [e75],
1



si s < t par indépendance et stationnarité des increments de B. Finalement, en utilisant (1),
on en déduit que cette espérance vaut E [X3] exp(% (S +t)) exp(0?s). D’un autre coté, on a

02

E [Xoe?B] = E[X)] ¢T° ofF [Xoe?Pt] = E[Xo]eZ ™.
On en déduit donc que si s < ¢,
Cov(Xa, Xp) = =) 6405 (540 [IE [X2] " —E [Xoﬂ .
Ainsi, pour tout s,t > 0,
Cov(X,, X;) = et+D) [E [X3] "M _ R [Xoﬂ .
Correction 2.

(1) C’est une équation différentielle stochastique linéaire donc le théoreme de Cauchy-Lipschitz
stochastique donne le résultat.

(2) Par méthode de variation de la constante, on chercher X; sous la forme X; = Z;e®. On
applique donc la formule d’Ité avec la fonction f(t,z) = xe~®. Apres simplifications, cela

donne
dZ; = —mae” ™ + ge”%dBy,
d’ou .
Zy = Zo—m(l —e ™) + 0/ e **dBs,
0
et donc

¢
X = Xpe™ +m(1 —e™) + Ueat/ e **dB;,.
0

(3) Par linéarité, E[X;] = E[Xp)e™ + m(1 — ™).
Pour la covariance, on peut utiliser 'indépendance entre Xy et B pour simplifier

s t
Cov(Xs, X;) = e+ Var(Xy) + 024+ Coy </ e“s/dBS/,/ e“t/dBt/> .
0 0

i t _ap —at! t _att . o
En écrivant [ e " dBy = [ e " dBy+ [, e”* dBy comme somme de deux variables indépendantes,

on a pour s < t,
$ / t / s / 2 S / 1
E K/ e dBS/) (/ et dBt,>] =E (/ e s dBS/> :/ e 7295 ds' = —(1 — e29%),
0 0 0 0 2a

ou 'on a utilisé 'isométrie de l'intégrale stochastique. De 'autre coté, E [f(f e*aslst/} =0.

Donc
2

COV(XS, Xt) = ea(s—i-t) Val“(Xo) 4 %ea(s+t)(1 _ e—2a5)'
a
Ainsi, pour tout s,t > 0,

2
COV(Xsa Xt) = ea(S-H) Var(XO) + %(ea(s+t) _ €a|t_8|),

(4) Soit f : R — R une fonction de classe C2. Par la formule d’It6, on a

f(t,Xt):/f(O,Xo)—l-/ot/gf(s,Xs)ds
+a//a f(s, Xs) d8+//228822f X)ds.



II suffit alors de prendre I’espérance de I’équation ci-dessus pour retrouver la formule attendue.

(5) Sile support de f est compact, on peut faire tendre ¢ vers +oo dans la formule précédente et
obtenir

0= / F(0, 2)u(0, dz) + /O o / gt F(s,2)u(s, dz)ds
+oo b +oo 2 82
—l—a/o /axf(s,x)(x— (s,dx) ds—l—/ / 5 Bz —— f(s,7)u(s, dr)ds,

ce qui est la formulation faible de 'EDP.
Correction 3.
(1) En notant X; = (X/',..., X"") et B, = (B},..., BP), le systeme se réécrit
dXy = AXy + dBy,

avec A = —Id+ n~'J ot Id est la matrice identité et
1 ... 1
J = : oo
1 ... 1

C’est donc une EDS linéaire en dimension n. Le théoréeme de Cauchy-Lipschitz stochastique
donne le résultat.

(2) Raisonnons par équivalences. Le processus X est solution de (Eyfacro) Si et seulement si (ssi),

t t
Xt:Xo—/ (XS_EWS})dH/ aB,,
0 0

ssi,
E[Yt] =mg — fOtOdS + 0 = my,
dYt = — (Yt — m()) + dBt,
ssi le processus X est solution de (OU) avec a = —1, m = mg et o = 1.

(3) Se déduit de la réponse a la question précédente et de la question (1) de l'exercice 2.

(4) D’apres la réponse a la question (3) de Iexercice 2, on a
57d —2t 1 —2t
Var(X;) =e Var(X0)+§(1—e ) <o+ 1/2.
(5) En utilisant les formulations intégrales de (Enicro) €t (Enacro), On a

+ n
1 )
xpt=v? —/0 XM — - > X7 | ds+ B}
i=1

Xi:yl/ot(x 71@[ iDds+Bt,
d'on

_ t _ tf1 . __
XM X, = —/0 (X;“ - Xi) ds — /0 ~Y X1 -E [Xi] ds.
j=1

3



(6)

Soient T'> 0 et ¢t < T'. Calculons (on remarque que E[Yé] = ]E[Y;])

n

n i;(X?,j_Xi) + ijz:;st—E[Xﬂ ds.

Ainsi, en notant §(t) = E [SUPogsgt ‘X;” X

1
s

t
‘Xf’l —Yi’ g/ )X;%l -X
0

s

}, et en prenant ’espérance de 1’équation
ci-dessus, nous avons

t t

o(t) < 2/ d(s)ds +/ E [D,(s)] ds, (2)

0 0
ot Dy(s) :=|n~! > i1 Yi, - E[Yé“ Ainsi, E[D,(s)] est le moment d’ordre 1 d’une moyenne
empirique de variables aléatoires centrées indépendantes. En utilisant 1’inégalité de Cauchy-
Schwarz, nous avons donc

/
E[D.(t)] < E [Da(t)*]"? < <ivar(xi)>l i < \/E n12, 3)

en utilisant la question (4). Ainsi, pour tout t < T, on a

t
§(t) < 2/ 5(s)ds + T/ vo +% n~1/2,
0

et le lemme de Gronwall permet de conclure

5(T) < y[vo + % T exp(2T) n~ 2.

Soit ¢ : R — R une fonction Lipschitzienne (de constante C') bornée. En utilisant le caractere
lipschitzien de ¢, on a pour tout ¢t > 0,

B {Jo) — o] < cE |30 - Xi| o
Ce qui donne la premiere convergence en loi.

Soit T > 0. Notons tout d’abord que la topologie de la convergence uniforme sur C([0, 7], R)
est métrisée par la distance doo 7(f,g) = supg<i<r |f(t) — g(t)|. Soit ¢ : C([0,T],R) — R
une fonction Lipschitzienne (de constante C' et par rapport a doo,r) bornée. En utilisant le
caractere lipschitzien de ¢, on a pour tout t > 0,

E [l (X osrsr) - o((Rhoser)|] < OB

1 1
sup ’X{“ —Xt‘ — o
0<t<T n—4o0o

Ce qui donne la seconde convergence en loi.



