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FEUILLE DE TD NUMERO 2

AUTOUR DU PROCESSUS DE POISSON

Notations. Dans toute cette feuille, sauf mention explicite, (Ni)i>0 désignera un processus de
Poisson d’intensité A > 0. La suite de ses temps de saut sera notée (Tp,)n>1.

Correction 1.

(1) Par définition, la variable aléatoire N; suit une loi de Poisson de parametre A\t < +oo : elle
est donc finie presque stirement. On vérifie,

P(N; < +o0) = ZIPNt_k —Atz k' —

(2) Comme N ~ P(At), on a o(Ny) = /Var(Ny) = VAt et E[N] = At, d’ou le résultat. On peut
dire que l'approximation de IV; par son espérance est trés mauvaise quand At est petit (peu
de points).

(3) Supposons que s < t. On a
E [N,N] = E[Ny(N; — N,)] + E [N?],
et, par indépendance des incréments Ny et Ny — Ny,
E [NoN;] = AsA(t — s) + As + (As)2 = AsAt + As.
Donc,
Cov(Ns, N¢) = E[NgNy] — E[NgN¢] = As = Var(Vs).

Et, plus généralement, Cov(Ng, N;) = Amin(s, ).
Correction 2. Pour tout k > 1, notons X} = Ny — Nj_1. Les variables X}, sont i.i.d. de loi P(\) et
N = Zﬁ,zl Xj. La loi forte des grands nombres donne donc Ni/k — X presque strement. Mais,

M < Ny < Nt _ Nigjgr [t] +1
t Tt Tt ES A
et on en déduit que N/t — A p.s.
Correction 3.
(1) Soient k1, ko des entiers et ¢ > 0. On a
P(N! =k, NZ = ko) = P (N} =ki,Nf =ko, Ny = ky + ko)
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On en déduit donc que N} et N? sont indépendants de lois P(A\pt) et P(Aqt). 11 suffit alors
de vérifier I'indépendance des incréments de N' (de méme pour N?) pour montrer que c’est
un processus de Poisson. Soient k., k' des entiers et 0 <r < s <t. On a

+oo +0o
P(N! —N!=kN; —N!'=F) = Z Z Dl ot
n=k n'=k’
ou
Prp g =P (N} =N} =k N} =N} =k ,N,— Ny=n,N, — N, =n).
Mais,
! A W _ )\t—Sn_ _ As—r n
Dkt = <k>pk:qn k(k,>pk qn ke A(t s)( ( — )) e A(s r)( ( o )) .

Par un calcul similaire a précédemment, on en déduit que
k K
1 1_ 1 1oy oap(t—s) AP(E = 8))" _ype—ry (AR(s — 1))
P(N/—N;=kN;—N'=Fk)=e p( S)Te p(s T)T,
d’ou I'indépendance des incréments (la stationnarité des incréments est laissée au lecteur).

(2) L’indépendance et la stationarité des incréments de N sont des conséquences directes de
I'indépendance et de la stationarité des incréments de N' et N2. Finalement, N; est la somme
de deux variables indépendantes de loi P(A1t) et P(Aot) donc Ny suit la loi P(At).

Par définition, la variable min(7; 1(1),T 1(2)) est le premier temps de saut T} du processus
somme N. Sa loi est donc £(N). On retrouve le fait que le minimum de deux variables expo-
nentielles indépendantes est une variable exponentielle.

Correction 4.
(1) T, est le dernier temps de saut avant le temps ¢. T, 11 est le premier temps de saut (stric-
tement) apres le temps .

(2) Tn,+1 — T, est le délai entre les deux sauts qui entourent le temps t. On s’attend & ce que
son espérance soit 'espérance du délai inter-sauts, i.e. on s’attend a E [T, 41 — Tn,] = 1/A.

(3) A; est le temps écoulé depuis le dernier saut. By est le temps qu’il reste avant le prochain
saut.

(4) Soit r > 0. On calcule la fonction de répartition,
P(Ai<r)=P({t—TIn,<r) = 1 sir>t
= P(Nt— N #0) =1 — e~ sinon.
Dong, la loi de A; est une loi exponentielle £(\) tronquée (c’est la loi de min(71,¢)). De méme,
PBy<r)=P(Tng1—-t<7r)=P(Niyp — Ny #0)=1—¢.
Donc By suit la loi £(X) (la méme que T1).

(5) Notons F; = o(Ng,s < t). La variable A; est F;—mesurable, alors que B; est indépendante
de Fi, par indépendance des incréments de (N¢)¢>o.

(6) On a TNtJrl — TNt = Bt + At. OI‘

E[A] = f ( > r)dr = fé L 1,3—”7
E[B)] =E[T1] = +

D'ou, E[Tn,+1 —Tn,] = 2/X — e*/\t/)\ > 1/A. Ce résultat est paradoxal avec 'intuition que
l'on avait a la question 2. En particulier, quand t est grand, le délai entre le saut avant t et

le saut apres t est, en espérance, prés de deux fois plus long que la normale.
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