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Les trois exercices sont indépendants et peuvent étre traités dans le désordre. Une question peut étre
passée et son résultat admis pour la suite. Les notes de cours sont autorisées.

Exercice 1 (IDENTITES DE WALD). Soit (X}, ),>1 une suite de v.a. i.i.d. On note S, = > ;_; X}, avec
convention Sy = 0. Soient (Fy,)n>0 la filtration canonique, i.e. Fo = {0,Q} et F,, = 0(X1,...,Xy), et
T un temps d’arrét par rapport a (Fy, )n.

1. Rapeller I'identité de Wald.

2. On suppose (uniquement) dans cette question que P (X, =—-1) = P(X,,=1) =1/2et T =

inf{n, S, >z} avec z > 1. Montrer que T n’est pas intégrable.

Dans toute la suite, nous supposerons que E [X;] =0, E [Xlz] = 02 et que T est intégrable. On

pose Z, = S2 — no?.

3. Montrer que (Z,)n>0 est une (F,),-martingale.
4. Montrer que pour tout k,j > 1, E[X;1lr>,] =0 et E[X;17>;X;1r>k] = 0si j # k et que
+oo

ZX]%]_T>]€] = o’E [T] < +00.
k=1
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5. En déduire que (S7an)n>0 est une suite de Cauchy dans L.

6. En déduire que Stn, — St dans L2, On pourra utiliser sans démonstration que si un processus
(Y)n converge p.s. et dans L? alors ses deux limites sont égales. Une démonstration de ce
résultat domne des points bonus.

7. Montrer la seconde identité de Wald : E [SZ] = ¢?E [T

Dans la suite, on pose T, = inf{n, |S,| > ¢y/n} pour tout réel positif c.
8. Montrer que T, est un temps d’arrét par rapport a (Fp,)n.
9. Supposons que E [T.] < +00. Montrer que ¢ < o.

Exercice 2 (CONDITIONNEMENTS EN TOUS GENRES). Soit X de loi uniforme sur [0, 1]. Soit Y ad-
mettant la densité conditionnelle sachant X suivante :

fY\sz(Z/) = e~ W)z to0((¥),

1. Notons S =Y — X. Calculer la densité de (X,.5). Que peut-on dire sur ces deux variables ?
2. Quelle est la loi de S'7 Quelle est la loi de S sachant X =z ?
3. Montrer que la densité de X sachant Y vaut

eI

e—1
e’ .
= m1[07y}(:p) si0<y<l.

fxy=y(z) = 1p,1() siy > 1,

4. Soit U de loi B(p) indépendante de (X,Y) et Z =UY + (1 —U)X. Calculer : a) E[Z| X] et b)
E[Z|Y].



Exercice 3 (CHATEAU DE CARTES). Soit (ag)ken une suite de réels dans [0,1]. On considére le
processus a valeurs entiéres (K,,),>0 qui satisfait la relation de récurrence :

K41 = K, + 1 avec probabilité ag, , et K,4+1 = 0 sinon.

1. Justifier que (K,),>0 est une chaine de Markov. Donner son espace d’états et sa matrice de
transition P.

Dans la suite on suppose que pour tout k € N, 0 < a_ < o < ay < 1.
2. Justifier que la chaine est irréductible et apériodique.

3. Soit 7 une mesure invariante pour la chaine. Montrer que pour tout k£ > 1,

k-1
m(k) = <H %-) 7(0).
=0

En déduire qu’il existe une unique probabilité invariante que 1’on notera 7.

4. Pour tout ¢, on note dy la probabilité définie par 6¢(¢) = 1 (et donc pour tout k # £, §y(k) = 0).
Montrer que pour tout ¢, ¢ € N,

|[0¢P — 0¢ Pl[1 < ey [|6e — 60]]1-

On rappelle que pour un vecteur & € RN, ||¢]]1 = Y2725 €(k)].

5. Soient p et v deux probabilités sur N. Montrer que

1P(0) = vP(0) = S (u(k) = (k) (1 — ag) = S (ulk) = v(k))(1 = a — ),

keN keN

pour tout € € R.

6. En choisissant bien le réel e, montrer que
6P = vPlly < oyl — vl

7. En déduire que pour toute probabilité initiale u, pP™ converge & vitesse géométrique vers la
probabilité invariante .



