EST NORD

SUD

OUEST

Soient A = (a;j)1<i,j<n une matrice réelle non nulle et € R™. On écrit A > 0 (resp. A > 0) si a;; >0
(resp. a;; > 0) pour tout 1 <4, j < n. On fait de méme pour z > 0 et x > 0.
On suppose que A > 0 et on note X = {z € R", z >0, ||z|| = 1}.

1. Soit > 0 mais x # 0, montrer que Az > 0.

2. Soit € X, exprimer ¢y = max{t € Ry, Az — tx > 0} en fonction des coefficients de A et des
coordonnées de z.

3. On considére la fonction 6 : X — R, définie par 0(x) := max{t > 0, Az — tz > 0}. Montrer
que le maximum de 6 est atteint.

4. On note rp = maxzcy 0(x) et x+ € arg max,cy 0(x). Montrer que ™ est un vecteur propre de
valeur propre rg. On pourra raisonner par l’absurde.

Soient A = (a;j)1<i j<n une matrice réelle non nulle et € R™. On écrit A > 0 (resp. A > 0) si a;; >0
(resp. a;; > 0) pour tout 1 < ,5 < n. On fait de méme pour z > 0 et z > 0. On note o(A) le spectre
de A et, sans perdre de généralité, on suppose que le rayon spectral est p(A) = 1.

On suppose que A > 0 et on note X = {x € R", x > 0, ||z||s = 1}. De plus, on suppose que la
fonction 0 : X — Ry définie par 0(z) := max{t > 0, Az — tx > 0} atteint son maximum : on note
ro = maxgex 0(x). On suppose également que 7 est une valeur propre de A.

1. Soit > 0 mais x # 0, montrer que Az > 0.
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. Pour z = (;1 ), on note |z| = ( ) Montrer que Al|z| —|Az| > 0.
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3. En déduire que 79 = p(A) = 1.

4. Soit x tel que Az = Az avec |A| = 1. Montrer que A|z| = |z| et que z = *|z|.

5. En déduire que, si A est une valeur propre de A telle que [A| =1, alors A = 1.
On dit que 1 est valeur propre dominante de A.

Soient A = (a;j)1<i,j<n une matrice réelle non nulle et € R™. On écrit A > 0 (resp. A > 0) si a;; >0
(resp. a;; > 0) pour tout 1 <4, j < n. On fait de méme pour z > 0 et 2 > 0. On note o(A) le spectre
de A et, sans perdre de généralité, on suppose que le rayon spectral est p(A) = 1.

On suppose que A > 0 et quil existe 7 > 0 tel que Az* = 2*. On note m = min; z]" et
M = max; x:r

1. On rappelle que [|[A]||c = max|,||,,=1 [|AZ||cc. Montrer que ||[Al|[oc = max; }; ai;.
2. Montrer que pour tout k, |||A*]||sc < M/m.

3. Soit A une valeur propre de A. Montrer que A est une valeur propre semi-simple (i.e. espace
propre et espace caractéristique sont égaux) si et seulement si ker(A — A\I)? = ker(A4 — \I).

Soient A = (a;j)1<i,j<n une matrice réelle non nulle et € R™. On écrit A > 0 (resp. A > 0) si a;; >0
(resp. a;; > 0) pour tout 1 <4, j < n. On fait de méme pour z > 0 et x > 0.

On suppose que A > 0 et qu'il existe C' > 0 telle que pour tout k, |||A¥|||cc < C. On suppose de
plus que 1 est une valeur propre de A.

1. Soit A une valeur propre de A. Montrer que A est une valeur propre semi-simple (i.e. espace
propre et espace caractéristique sont égaux) si et seulement si ker(A — A\I)? = ker(A — \I).

2. Supposons que 1 n’est pas une valeur propre semi-simple de A. Montrer qu’il existe v et w non
nuls tel que Av = v+ w et Aw = w.

3. Que vaut A¥v? En déduire que 1 est une valeur propre semi-simple de A.



